Algebra linear
Universidade Pedagogica de Maputo

Folha 3bis. subespagos afims, referéncias afines

1. Seja P um ponto de R e uy, uy e us trés vetores de R? . Definimos o subespaco
afim F' = P + (u;, uy, u3).
Decida qual das seguintes opgoes estao referéncias afines de F:

(a) P,{u; +us,us +uz,uz +us}

(b) P +uy, {u,uz, us}

(c) P4+u; +us+ug, {u; +us+uz,u; +us + ug,uy +up + us}

(d) P+u; +uy+us, {ug,uy, us}

2. Em R* Os vetores sao considerados:

D = =
—_ =
a
Il
—__
oh
Il
—_ =D

e 0 ponto

T T D

onde p € R é um parametro.Encontre a dimensao e uma base do subespaco afim

P+ {(a,b,c,d).

3. Para vetores e o ponto do exercicio anterior e o valor do parametro p = 2 a
referéncia afim P, {a,b,c,d} de R?* é considerada.Encontre as coordenadas nesta

base de um ponto genérico u = (1, T, r3, 14) de R

4. Encontre a dimensao e uma referéncia afim de R* formado por todas as solucoes

do sistema:
{ T1— 41‘2+ 31’3— Ty :1,

21}1— 8$2+ 6.%3- 2{E4 = 2.



5. Repita o exercicio anterior para o subespaco:

{(z,y,z,w) : x —w+ z = —1}.

6. Encontre uma referéncia e calcule a dimensao do subespaco afim F' de R? que
contém o ponto P e cujo espaco de endereco é gerado por vetores vy e vy:

[t [A] 2]

Encontre um sistema de equacoes para que o conjunto de todas as suas solugoes
coincide com F'.

7. Repita o exercicio anterior se F' for:

(a) O subespago afim de R3 contendo ponto P e cujo espago de dire¢ao ¢ gerado
por vetores vy, vy € V3!

1 1 0 5
P= 0 , V1 = -1 , Vg = -1 , V3 = 0 3
0 0 1 5

(b) O subespaco afim de R* contendo ponto P e cujo espago de diregao é gerado
por vetores vy, vo € V3!

1 1 1 6
0 1 -1 0

P = 0 , V1 = 0 , Vo = 0 , V3 = 0 )
1 1 1 6

(c) O subespago afim de R? contendo ponto P e cujo espaco de diregao é gerado
por vetores vy, Vg € V3!

1 1 1 6
0 1 1 0
P - 0 ) Vl - O Y V2 - 0 9 V3 - 6
1 1 -1 6
8. Se P,{v1,Va,...,v4} é uma referéncia de um subespaco afim F' de R¢, pode ser
P+ vy, {uy,ua,...,ur} também uma referéncia de F'?Justifique a resposta.

9. Se P,{e;, es,e3} é uma referéncia de um subespaco afim de R%, é possivel que o
ponto P + e; seja igual ao ponto P — es + eg?Justifique a resposta.



10. Determine se os seguintes subespacos afines sao iguais
F =(1,0,0) 4+ ((1,1,0),(1,2,0)) F,=(2,0,0) 4+ ((1,3,0),(2,2,0)) .
E o seguinte?

Fy = (1,0,0) + ((1,1,0),(1,2,0))  F,=(0,0,1) + {(1,3,0), (2,2,0)).
11. Seja F o subespaco afim de R? gerado por pontos Pi, P>, P;.Qual pode ser a

dimensao de F'?Justifique a resposta.

12. Consideramos os seguintes vetores de R3:
P =1(1,0,0),e1 = (1,1,1),e3 = (1,1,2),e5 = (1,2,3),Q = (6,9, 14).

Mostre que P,{e;, ez, es} forma uma referéncia de R? e encontre as coordenadas
de () nessa referéncia.

13. determinar o valor dos parametros a e b, de modo que o ponto (1,0, a
)

b) pertence
ao subespaco afim de R* gerado pelos pontos (1,4, —5,2), (0,3,0,2) e (1

(1,2,3,—1).

14. Definimos trés pontos P = (1,0,0,0), P, = (1,1,0,2) e P3 = (1,—1,2,0) de R™.

E solicitado a encontrar uma referéncia afim P, {e;, ez, e3,es} de R?, de modo que
T T
P:P1,81:P2P1682:P3P2.

15. Em R?, os pontos (1,1, a), (1,a,1), (a,1,1) sao considerados.Estudo, dependendo
de a, a dimensao do subespaco afim gerado por esses pontos.

16. Encontre uma referéncia afim para o subespaco de R* cujas equacoes paramétricas
sao

=24+ A+a+fB x=A—a+38 ax3=—-1+1+2a x4=2\+3a+0

onde «, 3, A\ eles levam todos os valores reais possiveis.

Qual é a sua dimensao?
17. O ponto P = (2,4,2,0) pertence ao préximo subespaco afim de R*?
V={(z,y,2,t):x—y+2z—t=0,y — 2z =2}
Calcule uma referéncia do referido subespago.Qual é a sua dimensao?

18. Existem valores de z E y, de modo que o ponto (1,2, z,y) pertence ao subespago
afim gerado por pontos (1,1,0,2) e (1,1,2,3)?



19. Consideramos o seguinte conjunto de pontos de R*.

(1,3,0,—1),(2,—1,1,1),(1,2,1,0),(0,3,0,—1), (0,0,0,0), (2,2, 1,0).

Qual é a dimensao do subespaco afim gerado por esses pontos? Encontre um sub-
conjunto do conjunto anterior que gera o mesmo subespaco afim.

20. Seja A = [a;;] uma matriz, de dimensoes m X n e m < n.Nds sabemos disso:

m

| @il > Z |asj|

J=1(#0)

parai=1,2,...,n. Verifique se o sistema de equacoes

b1
define um subespago afim de R™ da dimensao n — m, para qualquer vetor

b,

21. Encontre todos os pontos P € R™ que resolvem o sistema de equagdes A - (P —
Py) = b, usando os seguintes vetores como colunas de A:

1 2 0
W = 1 , Wog = 2 , Wg = 0 s
0 1 3
(S
1 3
Po=|1|,b=]|4
1 5

Dé uma interpretagao geométrica do resultado.

22. Como o exercicio anterior, mas com

wi = (1,2,0)", wa = (2,5,0)", w3 = (0,0,2)", wy = (0,0,0)7,

P =(1,0,0),b = (0,1,0)".



23. Seja V' o espaco vetorial que forma todas as funcoes de R em R, com operagoes
usuais.As fungoes definidas da seguinte maneira sao consideradas:

$1(t) =sin(t) 2(t) = cos(t) s(t) =sin(t)  ¢a(t) = cos(t)

Lembramos que ja vimos em um exercicio anterior de que essas quatro fungoes sao
linearmente independentes.Seja F' o conjunto de fungoes f que sao uma combinacgao
linear das fungdes acima e também satisfazem f(0) = 1. Mostrar que F' é um
subespaco afim, calcule sua dimensao e encontre uma referéncia de F'.

24. Seja P, (x) o espago vetorial dos polindmios com coeficientes reais de grau menor
ou igual a n. Lembramos de um exercicio anterior de que sua dimensao é n + 1.
Definimos o conjunto F' formado por polinémios p como p(1) = 0. Mostrar que F
é o subespagco afim de P, (z) gerado pelos ”pontos”

po(z) =0,p1(z) =2 —1,...p,(x) =2" — 1.
25. Calcule as coordenadas dos polindmios py(x) = 1+ 3z — 422, pa(x) = =2+ 222 e

p3(z) = 3 + 3z + 2% na referéncia anterior (para n = 2).Que dimensao o subespaco
afim gerado por eles tem?E se adicionarmos o polindémio py(z) = 227



